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Abstract
In the J-PARC main ring, the current ripples of the magnet power supplies are quite large so that they adversely affect

the slowly extracted beam [1]. They also possibly affect the beams for the fast extraction (FX), whose number of protons

per bunch is more than 3 × 1013. The effect of the ripples on the beams for FX needs to be estimated by simulations.

In the FX mode, the beam loss concentrates on the period of the injection and the beginning of the acceleration, where

the space charge effect is large. Therefore, the simulation must include space charge effect which usually requires a lot

of computing resources. To simulate the beam dynamics when the space charge effect is very large, we newly developed

the particle-tracking code including space charge effect. The new simulation code is implemented for the usage of GPU

(Graphics Processing Unit) and at least 10 times faster than our conventional code. As a result of the simulation, the

effect of the ripples contributes only 0.1% of the beam survival ratio. However, two resonances at 2νx − 2νy = 0 and

νx + 2νy = 64 contribute 1% of the beam survival ratio.

1 . はじめに

偏向、四極および六極電磁石などの主電磁石磁場

の精度は加速器の性能に大きく影響する。特に、大強

度陽子加速器においては、ビーム損失を最大限に抑

えるために十分な高精度磁場が必要である。J-PARC

Main Ring の遅い取り出しでは主電磁石電源のリプ

ルによる取り出しビーム平坦性の悪化が報告されて

おり、実際に電源リプルからチューン変動をリアル

タイム予測し、それを使った光学補正でビーム平坦

度が向上した [1]。一方、ニュートリノ実験にビー

ムを供給する速い取り出し運転ではバンチ内粒子数

3 × 1013 以上の粒子を加速しており、今後さらに増
強する計画である。速い取り出しでのビーム損失は、

入射エネルギー時 130 msと加速開始から 200 msの

期間に集中しており、空間電荷効果の効果が最も大

きい領域である。そこで、空間電荷効果を含む粒子

トラッキングシミュレーションコードを新たに開発

し、大強度ビームでのビーム損失に電源リプルがど

の程度寄与するかを見積った。さらに、開発コード

は GPU（Graphics Processing Unit）での並列計算用に

実装し、高速化も試みた。

2 . GPU によるトラッキングシミュレー

ション

2.1 粒子トラッキングシミュレーションの概要

粒子トラッキングシミュレーションは、外部磁場

や加速電圧による運動方程式を解く単粒子シミュ

レーションと、空間電荷効果のシミュレーションの

二つからなる。空間電荷効果のシミュレーションで

は、マクロ粒子の分布から電荷密度分布を作成し、そ

の電荷密度分布がつくるポテンシャルから各マクロ
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粒子におよぼす力をシミュレートする PIC（Particle

In Cell）シミュレーションを採用した。GPUによる

並列計算という観点では、前者の単粒子シミュレー

ションとポテンシャル計算後の力の計算は並列化可

能である一方で、電荷分布の計算では、粒子の座標

に対応するセルに電荷を詰めていくというヒストグ

ラム作成が必要なため、完全な並列化はできない。

2.2 GPU(Graphics Processing Unit)

GPUの概念的構成は Fig. 1に示したようなブロッ

クとスレッドのレイヤ構成であり、各スレッドが並

列計算の一並列分を担当すると考えてよい。また、

各ブロック内には共有メモリが設けられており、ブ

ロック内のスレッドであれば読み書きができる。こ

の共有メモリは少容量だが高速であるため、この共

有メモリを有効に使うことが高速化につながる。容

量は GPUの製品により 48から 96 kB程度である。

Figure 1: Conceptual structure of a GPU.

2.3 単粒子力学

単粒子シミュレーションでは、xおよび y をビー
ム進行方向に垂直な平面上のビーム基準軌道を原点

とした二次元座標（それぞれ、水平方向および鉛直

方向）、σをビーム進行方向の座標とし、それらの正
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準共役量を px, py, pσ としたときのハミルトニアン

H(x, px, y, py, σ, pσ; s)

= pσ − (1 + hx)
√
(1 + δ)2 − p2x − p2y − e

As(x, y)

p0

∼
p2x + p2y

2
+

p2σ

2γ
2
0

− hx− hxpσ −
p2x + p2y

2
pσ

− e
As(x, y)

p0
(1)

を使って解を求めた。ここで hは曲率半径の逆数であ
る。また、δは運動量のずれ δp/p0（p0は基準粒子の運

動量）のことで、正準変数 pσを使い δ ∼ pσ+
p2
σ

2γ
2
0
（γ0

は基準粒子のガンマ因子）と近似できる。As(x, y)
は特定の磁場に対するベクトルポテンシャルであ

り、偏向、四極および六極の eAs(x, y)はそれぞれ、

−hx− h2x2

2 、− 1
2k1(x

2 − y2)および − 1
6k2(x

3 − 3xy2)

で表せる。

ハミルトン方程式の解析解が求められない場合は、

H = H0 + V のように非摂動項 H0 と摂動項 V に分
割し（ただし、H0 や V についてのハミルトン方程
式の解析解は求まるとする）、距離 L進むときのシ
ンプレクティック変換

eiH0L/2eiV LeiH0L/2 (2)

または、

eiH0aLeiV bLeiH0cLeiV bLeiH0aL (3)

を使用した。ただし、a = 1
2 (1 − 1√

3
), b = 1

2 , c = 1√
3

である。

2.4 空間電荷効果

一般に電荷分布 ρ(x, y, z)が与えられたとき、その
静電ポテンシャル φ(x, y, z)は三次元ポアソン方程式

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
)φ(x, y, z) = −ρ(x, y, z)

ε0
(4)

を解いて得られる。J-PARCMain Ringのバンチは、横

方向分布 ∼10 mmに対して縦方向分布は数十メート
ルあるので、縦方向の電荷密度変化は横方向に比べ

て非常に緩やかである。このことから、以下のよう

に二次元に近似したポアソン方程式を使用する。

g(z)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)u(x, y) = −g(z)f(x, y)

ε0
(5)

これを用いて空間電荷効果の計算を以下の手順で

行う。

1. 面電荷密度 f(x, y)[C/m2] と縦方向確率分布関
数 g(z)[m−1]を求める

2. ポアソン方程式（式 5）を解き u(x, y)を得る

3. ポテンシャルを微分してキックを求める。

−( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z )Ag(z)u(x, y)× L

前述のように面電荷密度はヒストグラムに対応す

るため並列計算のメリットを最大限に使うことがで

きない。しかし、共有メモリを上手く使うことであ

る程度高速に行うことができる。このヒストグラム

作成法を Fig. 2に示した。まず各ブロックの共有メ

モリをヒストグラムに割り当てる（サブヒストグラ

ム）。ヒストグラムのセル数は 10000とした。長方形

境界だとすると、水平方向および鉛直方向にそれぞ

れ 100点ずつあることになる。全てのサブヒストグ

ラム完成後、サブヒストグラムを集計する。この方

法により少なくともブロック数分は並列にできる。

Figure 2 を見ると、各スレッドに 1 マクロ粒子分を

割り当てており、各スレッドは並列に共有メモリに

足せるので見かけ上はマクロ粒子数分の並列計算が

存在する。しかし、このコードをそのまま実装する

と、ブロック内のある二つのマクロ粒子（スレッド）

が同じセルに対応していた場合、これらのスレッド

が同時に同じアドレスの値を更新しようとして計算

に失敗してしまう。したがって、「アトミック演算」

という読出と書込の一連の操作が完了するまで他ス

レッドの同じアドレスへのアクセスをブロックする

特殊な関数を用いる必要がある。そのため、実質は

完全な並列計算ではない。　

Figure 2: How to make a histogram using GPU.

　ポアソン方程式に関しては、長方形境界と円境界

の二種類のソルバを実装してダクトの形状に応じて

使い分けられるようにした。詳しいアルゴリズムは

割愛するが、どちらも FFT(Fast Fourier Transformation)

と行列演算からなる計算手法のため、GPUの並列計

算による高速化が可能である。

　最後のステップ 3 の係数 A は粒子の質量 m、ガ
ンマ因子 γ、ベータ因子 β および光速 c を用いて

e
mγ3β2c2 と書ける。この係数は運動方程式

m
dPx

dt
= mγβ2c2

dpx
ds

= FE +FB = FE(1− β2) =
FE

γ2

(6)

の式変形、
dpx
dx

=
FE

mγ3β2c2
(7)

から得たものである。ここで Px は運動量の x成分、

FE と FB はそれぞれ速度 βcで移動する電荷分布の
電場と磁場から受ける力である。このことから、境界

条件を含めてポテンシャル u(x, y)得た場合、この規
格化は厳密には正しくないことが分かる。なぜなら、
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ポアソン方程式に境界条件を与えることはその条件

を満たすために虚電荷分布を与えていることと同等

で、実際の方程式は虚電荷から受ける力 FE,image に

より式 7は、

dpx
dx

=
1

mγβ2c2
(
FE

γ2
+ FE,image) (8)

に変更される。したがって、本方式は FE

γ2 +FE,image

を
FE+FE,image

γ2 で近似することに対応し、虚電荷に

よる影響を γ−2 だけ小さく見積もっていることにな

る。これを正確に計算するには境界条件がダクト径

と無限遠の場合の二通りを計算する必要があり、今

後実装予定である。今回はダクト径を意図的に小さ

くすることでこの効果を近似した。詳細は 4章に記

載する。

3 . シミュレーション条件

シミュレーション条件としては J-PARC Main Ring

速い取り出し運転と同じなるように設定した [2]。バ

ンチ内粒子数は 3 × 1013 とし、横方向ベータトロン
チューン (νx, νy)の設定値は (21.35, 21.45)に設定し

た。入射時の横方向エミッタンス（2σ）は水平、鉛直
方向ともに 16π mm·mrad、縦方向の粒子分布を表す
バンチファクタ（Iaverage/Ipeak）は 0.2とした。加速

電圧の基本波および二倍高調波はそれぞれ 160 kVお

よび 250 kVに設定した。コンポーネント数および空

間電荷効果の計算箇所は、1ターン (周長 1567.5 m）

あたりそれぞれ約 1600、1000である。アパーチャー

は 60π mm·mradとし、それを超えた粒子をビーム損
失として扱った。

　磁場リップルに関しては偏向および四極電磁石用

電源の実測値を使用した。ただし、高周波ではダク

トの渦電流により磁場が減衰するので、磁場測定結

果 [3]を考慮して電流リップルにローパスフィルタ

（fc = 200 Hz）を適応したものを磁場リップルとし

て使用した。Figure 3に入射エネルギー時における偏

向電磁石電源の電流リップルを示した。

　マクロ粒子数は 2 × 105 とし、50000 万ターンの

粒子トラッキングをリップルありとなしの場合で

行った。なお、50000ターンは入射エネルギー 130 ms

と加速初期 130 msの計 260 msに対応する。GPUの

ハードウェアとしては、コード開発やターン数が少

なくて済む動作確認には、ローカルで所有している

NVIDIAAcademic Grant により贈与を受けた Quadro

P6000を、ターン数が 10000以上の計算にはより強力

な Amazon Web Serviceのクラウド上にある NVIDIA

TESLAV100を使用した。

4 . コヒーレントチューンシフトを利用し

たダクト径のチューニング

J-PARC Main Ringの偏向電磁石のダクト断面は長

方形に近く、水平方向 131 mmに対して鉛直方向は

100 mmと小さいため、2.4章で述べたように上下の

ダクト面の影響を小さく見積もっている可能性があ

る。実際に、1バンチのコヒーレントチューンシフ

Figure 3: The fractional current deviation of a bending

magnet power supply as functions of times (upper figure)

and frequencies (lower figure). The data corresponds to the

period of the injection energy.

トの強度依存性は、水平方向のチューン νx に比べ
て鉛直方向の νy チューンの方が 2倍以上大きい [4]。

　そこで、今回はその実験結果と合うように偏向電

磁石のダクト断面の鉛直方向の長さを 100 mmから

60 mmに変更した。Figure 4に 100 mmの時（左図）

と 60 mm の時（右図）の本シミュレーションにお

けるコヒーレントチューンシフトを示す。なお、シ

ミュレーションにおけるコヒーレントチューンシフ

トは、ビーム重心をある瞬間に意図的に移動させ、

その後 200ターンの重心のベータトロン振動を正弦

関数でフィッティングすることにより得た。

5 . シミュレーション結果

本シミュレーションが正しく動作していることを

確かめるためいくつか基本的な量を確認した。まず、

ベータトロンチューンの空間電荷効果による広がり

（バンチファクタ 0.3のとき）を Fig. 5に示した。こ

れから、チューンスプレッド∆ν はおよそ 0.3–0.4程

度であり従来のトラッキングシミュレーション [5]

による結果 [2]と概ね一致する。鉛直方向チューン

の変化がより大きいのは、水平方向長さ（131 mm）
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Figure 4: The intensity dependence of coherent tune shift

at J-PARCMain Ring obtained by this simulation. The left

figure corresponds to a height of 100 mm for the ducts in

the bending magnets. The right corresponds to 60 mm.

に比べて鉛直方向（100 mm、虚電荷による補正で 60

mmに修正）が短い偏向電磁石のダクトに起因する。

Figure 5: Horizontal and vertical tune distribution at a

bunch factor of 0.3.

また、Fig. 6にバンチファクタの時間変化を示した。

バンチファクタは入射時 0.2 で最終的に 0.3 付近に

落ち着くことが分かる。これは実測 [6]とも一致す

る。最後に磁場リップルがあるときとないときでの

ビーム生存率の比較を Fig. 7に示した。生存率に対

する磁場リップルの影響は 0.1 %と非常に小さい一

方で、エラーが全くない状態でも 1 %程度のビーム

損失があることが分かった。そこで、本報告ではこ

のエラーが無い状態での 1 %の損失を詳しく調べて

みることにした。　なお、本シミュレーションの速

度は 2700 sec/10000 turnsで、従来のシミュレーショ

ン [2, 5]の 10倍以上の高速化に成功した。

6 . ビーム損失の原因

まず、エラー無しの条件で損失したマクロ粒子の

ターン毎の座標を取得し、損失直前のベータトロン

チューンの値（10 ターン平均）を計算した。その

結果をダイアグラム上にプロットしたものを Fig. 8

に示す。この図より、損失した粒子のチューンは直

Figure 6: The bunch factor at a period of the injection en-

ergy (0-4000 turns).

Figure 7: The beam survival ratio with or without ripples

of the magnetic fields. The kinetic energy of the beam is

also shown.

線 2νx − 2νy = 0 および νx + 2νy = 64（もしくは

2νx − 4νy = −43）上にあることが分かる。そこで、

それぞれの場合で個々の粒子の軌道の詳細を以下に

示す。

　 2νx−2νy = 0付近で損失したマクロ粒子の、チュー

ン νx,y のターン毎の変化、作用 Jx,y のターン毎の変

化、チューンダイヤグラム上の軌道および縦方向位

置の時間変化をそれぞれ、Fig. 9の左上、右上、左下

および右下に示した。作用 Jxと Jy がその和 Jx + Jy
を保存するように交換しており、結合共鳴の典型的

な振舞を示している。この共鳴付近で損失する他の

粒子の振舞も概ね同様である。また、設定チューン

を (νx, νy) → (21.45, 21.45)とし、チューンダイアグ

ラム上の分布を右側にずらすと、この共鳴でのビー

ム損失が大幅に増えることも確認した。なお、シミュ

レーションでは歪四極や 8極磁場成分の外部磁場を
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Figure 8: The tunes of the last 10 turns before the particles

are lost. The lines of 2νx − 2νy = 0, νx + 2νy = 64 and
2νx − 4νy = −43 are also shown in the figure.

入れていないので、電荷分布自身が励起する 4次共

鳴であると考えられる。

　一方、νx + 2νy = 64 付近で損失したマクロ粒子

Figure 9: The turn by turn development of the kinematic

values of a particle at νx − νy = 0. The upper two figures
show tunes (νx, νy) and actions (Jx, Jy). The left lower fig-
ure shows tunes on the tune diagram. The right lower figure

shows longitudinal poistions. The line of 2νx − 2νy = 0 is
also shown in the lower left figure.

の、チューン νx,y のターン毎の変化、作用 Jx,y の

ターン毎の変化、チューンダイヤグラム上の軌道お

よび縦方向位置の時間変化もそれぞれ、Fig. 10の左

上、右上、左下および右下に示した。この共鳴では、

2νx − 2νy = 0のときのような特徴的な作用の変化や

交換が見られなかった。2νx − 2νy = 0が構造共鳴で

あるのに対し、νx + 2νy = 64は非構造共鳴であるた

め相対的に共鳴幅が狭いと考えられる。そのため、

共鳴条件を満たす期間が非常に短かく、その期間を

多数繰り返して結果的にエミッタンスが増大してい

ると推測される。本共鳴は色収差補正のための六極

電磁石が励起するものだと考えられる。しかし、共

鳴 νx + 4νy = 64 は非構造共鳴のため、磁場やコン

ポーネントの配置などが J-PARC Main Ringと同じ周

期性即ち 3回対称性を保っていれば本来励起されな

い共鳴であり、更なる原因調査が必要である。

　なお、本共鳴は 6次共鳴 2νx−4νy = −43上にある

Figure 10: The turn by turn development of the kinematic

values of a particle at νx+2νy = 64. The upper two figures
show tunes (νx, νy) and actions (Jx, Jy). The left lower fig-
ure shows tunes on the tune diagram. The right lower figure

shows longitudinal poistions. The lines of νx + 2νy = 64
and 2νx − 4νy = −43 are also shown in the lower left

figure.

ように見えるが、今のところ三次共鳴 νx + 2νy = 64

の効果が大きいと考えている。その根拠は、意図的

に六極磁場のエラーを入れて 3 次共鳴による損失

を増やした場合の損失粒子のチューンダイヤグラム

Fig. 11である。この場合に三次共鳴 νx +2νy = 64の

影響があるのは確実であるが、見かけ上 νx+2νy = 64

付近にあるように見えている。

7 . まとめ

電源による磁場リップルが J-PARC Main Ring 大

強度運転にどの程度影響するかを新たに開発した

GPU 上で動作する空間電荷効果を含むシミュレー

ションコードを用いて調べた。開発したコードは従

来 J-PARC Main Ringで使用していたコードに比べて

10倍以上高速に同程度の計算が可能である。
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Figure 11: The tunes of the last 10 turns before the particles

are lost when the third order resonance is enhanced. The

lines of νx + 2νy = 64 and 2νx − 4νy = −43 are also

shown in the figure

　シミュレーションの結果、磁場リップルの存在

はビーム損失にして 0.1 %しか寄与しないことが分

かった一方で、六極磁場が作る共鳴 νx − 2νy = 64

およびバンチ内陽子の電荷分布自身がつくる共鳴

2νx − 2νy = 0 による約 1 % の損失があることが分

かった。ただし、現時点ではあくまで一つのシミュ

レーションの結果に過ぎない。今後、より詳細な解

析や現存するトラッキングシミュレーションとの比

較で、本シミュレーションおよびその結果の信頼度

を高めていく予定である。
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